LENGUAJES Y ADTOMATAS METARRACIONALES

Fernandeo Tohme

1 Introduccidén

Uno de los problemas mas nuevos que ha abordado la leods econdoiica es el
de la compulabilidad de los procesos de decisién de los agenles econdmicos
[Rustem-Velupillai 90]. Este problema va asociado con la cuestién de qué
tipo de represeniacion de conocimienlo es Ia que utilizan los agenics en
dichos procesos. Obvianmenle este tipo de plantece esti motivado por el
desarrollo de In ciencia de Lo compulacidn y a ella recurriremos para proveer
respuestas dentro de un marco en que los agentes ordenan parcialmente sus
preferencias y utilizan conocimiento acerca de los posibles comporiamientos
de los demds para temar decisiones. El marce de andlisis completo pucde
VOrRe en {'Ihhmé 94]. Unn breve recapitulacion de los puntos principales en
E' Eﬂ{l“El[lﬂ dﬂ‘ [:\HI}I’I.FI.”I]E‘" by -Ill"_'ﬁﬂrl".".lnﬂilﬂ cn [iil:hﬂ lmi}ﬂjﬂ [mu]l-ﬂ. -ﬂpmpiﬁdﬁ.
para lo que sigue:

& |os agentes ceononiiros son racionnales

s la racwnalidnd == define mediante ordenmnientos preferenciales par-

cinls
+ In= funciones de utilidad que se derivan no son cuasiconcavas
s los agentes pueden obtener varins ennastas maxiinalmente preferidns
s los agentea ticuen correspondencing de demanda mondtonns

¢ los ngentes definen una fumcion de utilidad de segundo orden, que
incorporn el conocumiento perfecto de Ins canastas maximales de los
vlros agenies

¢ exisle un equilibrio de Nash en el conjunto de las elecciones individ-
uales que constiluye una asignacién de equilibrio de segundo orden

 si los agenles siguen una regla de cooperacion condicional, ticnen
conocimiento comiin de las probabilidades de comportamientos indi-
viduales, y existe nlgnna asignacién clegida que sen factible entonces
existe un equilibrio de segundo orden
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* siel equilibrio de Nash es Pareto-micjorndo por otra asignacidn factible

y esta es ln mas probable entre lns Pareto-mejoradoras, la cooperacion
condicional modilicadn asegura que el equilibrio de segundo orden se
aleance en dicha asignacion

existe un sisternn de precios que asegura la existencia de opciones
preferidas Inctibles y por lo tanto la validez de Jos dos resultados
anteriores

Muchos de estos resuliades dependen fueriemente de los supuestos ac-
erca de la informacidn que mancjan loe consunudores en una economia
pura de intercambio en la que sus prelerencias se ordenan parcialmente.
Evidentemente el graclo de conocimiento que se exige que los consumidores
tengan de la economin requiere una ampliacidn de la definicidn de agente
econonuco:

Definicién 1 {/n agenfe econdmico { 3¢ dice metarracional i

1.

s ordenamiento de proferencias < es parcial, del cual se deriva una
funcign de utihdad [/; no necesariamente cuasicincave y determina
aus canaslas mds preferidas mozonizando lo ulilidad en su conjunie
presupueslario

lu correspondencia de demanda que deriva es monolonamente decre-
cienle an los precios

conace lax preferencias g las dolaciones de lodos los demds agenles

cn consecuencia pucde derivar wma funcidn de whilidud de segundo
orded, -:'.’: @ partiv dc la funcidn de wtilidad original:

pn o Uhlm) BEL#:€ 0
U'{x]-{ —o¢ $f no :

donde 2 ey wna astgnacion de recursos en la economiu

CONDEE pl‘ﬂl!l!d:j}: prafrfﬂtqmj'l. para cualeaguiera agenles j, k en la
FCO T
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f. atgue la regla dre cooperacidn condicianal modificada, es dectr que clige
la demanda 2, que hace mivima la probabilidad conjunta
probiz, AL AT AL A2 ) earreapondienle a la astgnacion Pareto-
oplineal {2,,..., £,)

2 Niveles de informacién

Los puntos 3. 4, 5 v 6 de lo siltiion definicion muestran la uoportnncia
que tiene el conocimiento del compertamiento global de la economia en la
tomn de decisiones de cada agente metarracional. Se puede caracterizar
al conjunto de informacidn de un agente 1 mediante una correspondcencia
m farmarctonal

Definicién 2 Dado un agenie metorracional i y la economia pura de in-
tercambio en la que aclio e = {[Xj.”jfw-,ﬁj};-‘zl.w}, donde las U; son
fﬂﬂci:ﬂﬂﬁd Jl’: Hli.llflli.fﬂ.l'f jee ]'GP‘!'f.SﬂﬂfiIﬂ- .ﬂl'fi{.‘.ﬂﬂﬂ‘ll‘t“tﬂﬂ Fﬂrﬂl‘ﬁfﬂ.ﬂ‘, ﬂf Eﬂﬂjﬂﬂ-fﬂ
A es: Mle) = {{2(p),.... 2% (P)}pese; probi}, donde 2% € TMi., Sulp)
son las posibles asignaciones que provienen de la mazimizacidn de las pref-
erencias indivtduales al sistema de precior p y prob;, es la disiribucion de
creencias racionales de © definada sobre el conjunio UL_, Si(p)

Esta correspondencin, junta con sus preferencins individuales determinn
ln eleceion individnal del sgente metarracional cusndo al sistema de precics
p exisle una ssignacion factible:

Definicidn 3 La demanda de ¢ se represenia medianle una funcion parcial
220 Au(2) X 5% = Upes Sil(p) tal que la asignacidn

i) = {;r?{p], vy Zp)y o, 70 (p)) €3 un equilibrio de segundo orden para
f'lr .'l:lJff."i-lI I'fr_. F'l'(':rl'."lﬂ‘,! p‘. Cr;ﬂﬂﬂ-l'fﬂ o l’lﬂy ﬂ.‘lﬂgﬂﬂ-ﬂ ﬂﬂ':‘gﬂ-ﬂct‘{;ﬂ fﬂc‘ib.‘l’ﬂ i un
atslema de precios dudo no se deriva ninguna demanda.

D¢ esta manera, el conjunto de agenies inetarracionales delermina la
asignacion de eqmilibrio que resulta demandada:

Definicién 4 El equilibrio de sequndo orden de £ 3¢ represenia mediante
wna funcién parcial 2 = (23,22} : L A{€) X §* = Upese (T2z Si(2)}
donde cada 2 ¢5 la demanda del agente metarracional § al sistema de pre-
cros p
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Nolemos que cxiste una recursividad en la definiciones anteriores en
cuanto a que la demanda individual se define en términos del equilibrio
de segundo orden. mientras que este iiltimo se define en lérminos de las
demandas individuales. Vale la siguienle proposicidn:

Proposicién 1 Sea p un sislema de precios al que ezisle una asignacidn
factible enlonces: IMp) : Upese ([T, Su(p)}, = [1. Ai(€) x S* tal que z°0
Ap) = Tdguipy donde Idx es la identidad sobre el conjunto X y Equi(p)
el conjunto de equilibrios de segundo orden.

Demostracion 1 Trivial, ya que dado p y un equilibrio de segundo orden
z*, comn las crcencias racionales son comunes a lodos, se puede fijar en
A=) un elemento que es el mismo para todo i ol gue se denomina Ap)
gue, lo tanio tambicn parienece a [], Ai(c) x §° Fs inmedialo que la funcidn
2" recupera de la imagen de A, el equilibrio de sequndo orden.

Iin este contexto resulta aceptable plantear una jerarquizacién en dos
niveles de lns expresiones utilizadas en el rnzonamiento anterior, en una
[orma sunilar a ln que se utiliza en ln distincion entre lenguaye objelo y
metulengunaje (Stigum 91). Un antecedente de la siguiente diferenciacion
puede encontrarse en lo distincién cntre espacin de resullados y espacio de
mensajes [Reiter 77

Definicidn 5 o los elementos del conjunto Upes{[17=; Si(p)}p consti-
tugen of Nively

s log elementos del congunto [1; A\J(e) x 5% conslituyen el Nivel,

Obeervacion 1 Ll simplez de precias pasitives 5° es includdo en el Nivel,
pues los precios proveen informacion para la loma de decisiones de los
agenles ccondmicos. Mds adn, an ¢l caso de que las funciones de ulihidad
scan cnasicancovas, A(z) = 5 para tado i

La determinacion del equilibrio de segundo orden (un elemento del
Nively) se da medianle unn aslorreferencia, en el sentido que el propio
equilibrio se obticne a partir de un conjunto de informacidn que a su vez se
obliene necesarimnente del equilibrio de segundo orden. Mds precisamente
vale que:
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Proposicidon 2 Un equiltbrio de segundo orden z° 3¢ obliene como punlo
fijn de la relucidn cirenlar Nively ~+ Nively ~» Nively (donde X ~» ¥V
indica lu exislencia de una funcion f: X — 1)

Demostracidén 2 Por fa Proposicion 8 lax funciones 2% Mp) son tales gue
Nively Az) Nivel, @ Nively, de manera que si 2°(p) es un equilibrio de
scgnndo orden 2% o Mp)asippy = 2°(p)

Esta autorrelerencia no es problemitica, ya que [unciona como una “pro-
[ecin autorrealizada”. Esto resulta similar al hecho de que no hay ninguna
Paradoja del Vera: que sen problemitica para la semdntica del lenguaje
naturnl. Mds ain, en un forma andloga a In que se demuestra el teorema
de Ciadel se pruebn la demostrabilidad de un enunciado equivalente al hecho
de que existe una demostracién de si mismo [Henkin 49]. Lo que en defini-
Liva boporta es que los equilibrios de segundo orden se delerminan, en un
contexto donde todos los agentes son metarracionales, por la interaccion
eotre el Nively y el Nivel,. Nélese que esta interaccién es instantanen,
lo que hace diferente a este planteo del de la existencia de Equilibrio de
Ezpectalives Rucionules(cn el que los resullados coinciden con los que los
agentes creian que se iban a dar) que se obliene en un contexto dindnico
v en el que no toda lu informacién relevante estd dispoaible a los agentes
[Radner 82,Grandmont 82

3 Autdmatas metarracionales

Para completar el anilisis de la seccién anterior, dado que el problema de
la obtencion de un equilibrio de segundo orden se puede resolver en forma
consistente, falta ver =1 In =olucidn es computable. Es decir, hay que ver si
la solncién puede darse en términos de procedimientos efectivos.

En primer lugar, es necesario justificar la alinoecion anlerior de que
las demandas que efeclivamente se dan en un cthhrm de segundo orden
constituyen funciones recursivas parciales. Sies asi, serdn computables,
segin ln bien conocida Tesis de Chnrch-Turing [Eilenberg 74]. Decir que es
una demanda individual es unn funcidn significa que hay un tinico elemento
en su imagen para cada elemento del dominio. Esto es vilido ya que aqui
habliumos de las clecciones que efectivamente se toman y es evideate que
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un agente debe clegit unn sola de Ina opeiones posibles. Ademas, como el
miétodo para llevar a caba Ias elecciones involnera secuencins de operaciones
bien definidas como mwaximizacion local de lunciones continuas, comnpara-
ciones entre vectores reales, ele. [Stigum 91]. es claro que z] estd bien
definido como un procedunicnto conslructivo si suponemos que las opera-
clones e efectiinn, no sobre el anillo de loa enteros £ sino sobre el anillo
[ronmutative ¥ con unidad) de los reales A (ver [Blum-Shub-Smale 39
para una discusion de la extension de ln nocidn de computabilidad a este
dominio].

Un procedimiento constructivo puxde caracterizarse como una maigquina
de Toring de Alto Nivel (MTAN), cnumerando sus componentes:

¢ un conjunto de expresiones de entrada-salida O
¢ un conjunte finito de eperaciones en memoria Af
e un canjunte finite de estados internos K

* un cstado micinl g € K

® un u'nnj-;mt,n de estaddos finales F C K

¢ una luncidn de transicion de estado § : K x IO —= K x M x IO

Observacion 2 los elementos de [O. con los que opers la mdquina san
son polinomios definidos sobre un anille conmalabive con anidad. La
definicion trudicional de mdquina de Turing reemplaza el conjunio JO por
wn conjunto finito dec simbolos clementales. Esto significa que el tipo de
mdquina de Turing defintdo anteriormente puede reducirse a un comjunto
de mdguinas definidas como ¢s wsnal, [a cardinalidad del conjunto [0 de-
pende del anillo sobre el gue se definan todas las operaciones elemeniales.
51, como c3 wsual se definc sobre Z, serd numerable. En nuestro caso nos
inferesa el anills de los reales, por lo que JO no serd numerable.

En térninos generales, una MTAN puede verse como un procesador
operando sobre una estructura de memoria. Dependiendo de los dalos que
ubliene de ln memaria ¥ de su estado inlerno, se desplazard dentro de la
memoria, almacenard (o climinardi) nn dato en ella y cambiara su estado
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interno. Empiezn a trabajar en su estado inicinl hasta que alcanza uno

fiaal.

St representaunos a un consumidor meta-racional como una MTAN, las
equivalencias son las siguientes (con la salvedad de que todos los elementos
que caracterizan ol consumidor ¥y a su conocimiento pueden verse como
vectores de componcates reales):

[OCexse

M es el conjunto de aperaciones de almacenamiento y biisqueda en
memorin que puede Uevar a cabo el consumidor (en una base de datos
comiin o todos los agentes) para obtener la informacién que necesita

I ea el conjunto de instancias de decisién que enfrenta el consumidor
70 €8 In instaacia en que se planten el problema de elegir una canasta

F e= el conjunto de instancina posibles en la que el consumidor enbe
que ha resuelto au problema

b ez el programa de actividades que el consumidor sigue hasta resolver
su problemia

El programa & implenienta en forioa de operaciones formales todos los pasos

que sigue el cousumidor para resolver su problema:

Definicidn 6 e Paso 1: Cdlewlo de los elemenlos mazimales de las

{U.} a los precios p. Se obticnen los conjuntos {5}

Paso 2: Asignucidn de valores de niilidad de scgundo ordea a las
clementas de [], 5

Paso 3.

Si exislen clemenins con utilidad de scgundo orden positiva en [, S,
entouces astgnarles probabilidades conpuntas sino Pase 5

Paso 4: Kleccrin del elemania de [], S; con mayor probabilidad con-
Junia

Paso 5: Fin
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Se snpone que no hay limitaciones fisicns para el acceso a cualquier lo-
enlizacidn de memorna |, de manern que tadoa los agentes pueden obtener
In misinn informacién al mismo liempo. Resulta entonces obvio que el con-
junto de consumidores se coiporta conio una red de MTANs . La solucion
al probleina globnl se oblicne cunndo todas Ins miquinas alcanzan nn estado
final atravesando el Paso 4 del algoritmo anterior. Dado que las fanciones
son parcinles puede haber casos en que no se obtiene ningin resultado,
debido al hecho de gue el sistema de pltciun no es de quti]:i.hl'ioq Por lo
tanto debe considerarse otra miquinn, que opere a partir de la informacidn
depositada en la memorin por las otras miquinas (calculando el exceso de
demanda), modificando los precios y enviando esa informacién de vuelta a
lns n otras maquinns. Bl estado final de esta mdquina adicional se obtiene
cuando encuentrn un exceso de demnandn no positivo.

Aunque correclo, el escenario descripto no difiere en su formulacion
de unn red de mndquinas de Turing que representen n consumidores Lradi-
cionales, con ordenamientos débiles de preferencias y la tnica informacion
comiin entre los ngentes estd dadna por los precios. Por lo tanto, no queda
representado ficlmente el hecho de que los ngentes metarracionales operan
en dos niveles de inforinacion.

Para proveer una representacion nis fiel de un agente metarracional
definirelnos una leve modificacion de la nocidén de MTAN, a la que se de-
nominari axfdmala de dos niveles

Definicién T Un antdmaln de dos nivcles se define mediante la n-upla
!IOH IG-:, M, .ﬁrli .ﬁ-'_tl 61" ﬁ:r'_- o, Fl! Fz] donde:

e [0, cs un conjunio de expresiones de entrada-salida

o [0y ¢3 olro conjunio de ezpresiones de entradu-salida (1O, C [10,)
o M es un conjunle finilo de operaciones de memoria

¢ K, es un conjunlo finito de cslados inlcrnos

o [V, es otro conjunio finilo de cslados internos

o §:10,xK, = I, x Mx[O, es una funcidn dc transicidn de esfados

e §3: [0 x Ky — K3 x M x [0y ¢s otra funcidn de transicidn de
eatados
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s q; #s ¢l estado inicial en K

 F| C Ki\nK,; es el conjunto de cxlados finales en la elapa 1 y estados

iniciales en la elapa 2
o [ C s ex el conjunto de estados finales

Un autdmala de dos niveles lleva n cabo una taren en dos etapas diler-
encindas, siendo loa resuliados de ln primera ctapa alguncs de los inputs
para la segunda elapa, a la vez quc los estados finales de Ja priniera etapa
activan a la segunda. Vale que:

Proposicién 3 Un anlomala de dos niveles liene el mismo poder expresive

yrne una MTAN

Demostracidn 3 Trivial, dado que un awidmata de dos niveles puede re-
ducirse a una MTAN medianic estas equivalencias:

o [O=][()

e A =H/Uh,

o 4 =hody
« = [

Por lo tanto, lnoinien ventajn de considerar este tipo de maquinns ch
que permiten expresar en forma clarn In distineion de niveles, que quedanna
ceulla en una MTAN convencional, sin necesidad de recurrir a la repre-
sentacion medinnte dos indquinas de Turing asociadas, una para cada nivel.
Es decir, hay un programa de nivel | (dado por §,) tal que despnés de =u
finalizacion comicnza n operar un programa - tomando como parte de ans
eatradas a lns salidas del programa anlerior. Resulta inmediata la siguiente
caracterizacion de un consnmidor metarracional como un autémata de dos
niveles:

Definicién 8 {'n consumidor melarracional i puede representarse medi-
ante el auldmala de dos niveles C, = (10,105, K, K3, M, 8,63, ¢, Fi, F3)
dande:
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- 1’{}1 = “Uin-THmILP}

o [O3 = {z, (probi}i,, r}

e i} = { exfados mirrnaa f:r;trﬂ:.!pomfl'rni'cs ol cdlculo que hace 1 de fax
elecciones mazimales de “primer orden” }

e q; a5 el estado interno gue indica la disposicidn a resolver el problema
de eleccion

o [y ={ estados inlernos correspondienies a la evaluacidn de las elec-
ciones mazimales de “segundo orden” }

e [y ={ estados finales para el problema de primer orden }
o [y ={ estados finales pars el problema de seyundo orden }

o §, es el procedimienio de cdleulo de elecciones mazimales (el Paso |
del algoritmo & aplicado sélo a U7;)

o & e3 el procedimienio de cdlculo de elecciones de segundo orden, 1.c.,
el reatn del algoritmo &, con el Paso | reemplazade por:

— Paso 1% Cdlendo de los mazimales de los afilidades {Uj}j,ﬁ a
los precios p. Se abitanen los conyunios {5;}; 4

- Paso 1": Entrada del resultado dc 8, (mds los datos oblenidos
en el Paso ['). Se obliene el conpunio 5;

Suponemos, sin mayor pérdida de generalidad, que los n autématas op-
eran sobre la misma estruclura de memorin, por lo que no es necesario
repetir el mismo proceso de maximizacion para cada uno de los automatas.
Es suficiente que cnda antémata encuentre los maximales de la [uncion de
utilidacd que le corresponde. Como las [U; son conlinuas {no necesariamente
diferenciables) Los conjuntos {prob,} vienen dados exégenamente, de man-
ern que sblo se rerquiere la determinacidn, parn cnda sistema de precios, de
valores de probabilidad (consistentes) a los clementos maximales. Notemos
que si & un precio oo existe asignacion faclible alguna les automatas no
proveen respuesta. Dor lo tanto F) debe ser particionado en un subcoa-
junto “exitosa" Fj, (llegada al Paso 5 n través del Poso 4 en &) y en un
subconjunto “infructneen” £ (llegada al Paso 5 sin pasar por el Paso 4).
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¢ .
Para representar plenamente a la cconomia = agregueinos okro autdmata,
una MTAN corriente, A :

Definicién 9 El antimata A viene dado por (10, K, M, qo, F, §) donde:
¢ [0 =4 o {TOW % 5}

s K = | rslados inlcrnos correspondienter al cdlenlo de un sislema de

precins de eqnilibrio }
» 75 csiado mirral

s = { extadns tnlernos gue tndican que un fqm'h'i}rfu de si:gurnfa arden
Jue hallado }

o by, funcidn de fransicidn de eslados gue tmplemenia wn operador de
prnla Jijo que pravee wn precio de egnilibrio { el operador p )

Asal resulia valido ] Higuinnte

Teorema 1 Bl sirtema que constsle en los n antdmatas Cp,...,Cq v ol
aunlomals A aleanza una elapa en la gue cade C; esli en un eslado tnlerno
de I}, A en an estado inderno de F

Dewmostracidn 1 Frta conclusidn es cquivalente al hecha de que la
economia € alcanza wn equilibrio general de segundo ordea, lo que ya fue

probada (Teorema 9 de [Tohmé 24])

4 Conclusiones

Se ha demostrado que una economia pura de inlercambio constituida por
agentes melarracionales puede encontrar en forima consistente un equilibrio
general. Mads anin, que en el caso de coasiderar funciones recursivas parciales
definidas en y sobre el anillo conmutative de los reales, dicho equilibrio
puede hallatse en forma elective,

Quedn por verse si estos resultados resultan robusios a modificaciones
en las condiciones planteadas. En principio es claro que la propiedad de
monotonicidad de la correspondencia de demanda no es genérica, pero
suponiendo que In economia es regular ([llildenbrand 86]) se puede analizar
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como la informacidn incorrecta puede llevar a genernr un proceso dinimico
de aprendizaje. Otro tipo de andlisis que se debe efectuar es el de las
propiedades de las soluciones aproximadas (inevitables pues todo proceso
de comnputacion real se efeciua en Lénownos discrelos). En suina este trabajo
s0lo olrece un marco preliminar para una sedie de estudios acerca de la coin-
putabilidad de los procesos de decisidn en que intervienen consideraciones
estratégicnas.
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