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UN _MODELD DE EQUILIBRIC GENERAL £EYNESIANO

Resumen

Construimos un modelo multisectorial (no-monetaric) de equi-
librio general walrasiano orientado hacie la mecroeconomia. Esbo=
zazos una demostracidn de existencia de equilibrio general walra-
siano siguiendo lineamientos tradicionales {Teorema l). Seguida-
mente, modificamos el =odelo de tal modo que el mercado de traba-
jo se ajusta exclusivamente por racionamiento (ya sea de la oferta
o de la demanda), Cuande un agente es racionado, su demanda efec-

tiva difiere, en general, de su demanda nocional en los restantes

mercados. Ello se elabora formalmente introduciendo la hlgﬁtesi:
de decisifn dual utilizada por Clower {1965). Degpués mostramoa

condiciones suficientes para que, con precios ¥ ualario fijos,
exista un vector de niveles de produccidn en la frontera &Iiciante
de la economia que igunle las oferias efectivas conm les demandas
efectivas en todos los mercades (Teorema 2). Luego formulamos u-

na condicidon suficiente para que tal Equilibric de Precics Fijos

sea dnico (Tecrema 3). En la dltiss seccidn suponemoe gue el sa-
laric es fijo pero loe precioe flexibles. Demostramos que, para
cualquier salariosiperior a cierto minime, puede encontrarse un
vector de precios ¥ niveles de produccidn que no sdlo igualan las
ofertas efectivas a laz demandas efectivas sino que, ademaf, da-
dos los preoios, las empresas maximizan beneficios en el conjunto

de produccién factible (Teorema 4). Denominamos Equilibric General

Iagnuiann a4 esta dltime I!i'l‘.'l.li.¢115n.
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UN MODELO DE EQUILIERIC GENERAL KEYNESIANO

®"4e need to throw over the second
postulate of the classical doctrine
+ and to work out the behaviour of a
system in which involuntary unamploy=-
2 ment in the strict sense im possible.®

J.M.Eeynes,

La teorfis del eqguilibric general bajo condiciones competiti-

L e r
ves que hoy tlene vigencia es una puesta & punto de la formulada

pm'.- Léon Walras en sus Eléments d'Sconomie politigue pure. Su idea
bésice &g gue bajo clertes supuestos de comportamiento por parte de
-;n#f;ldunl:}.-iiiqli;ry éi-rto: supuestos con respecto & la tecno-
.'l,n‘I.a,.ua ';.mu:l,bl'a engontrar preclos para todos los bienes y servi-
: c.‘inu que nnnpa-.tihilinin los planes de todos los ageates econdmicos:
. que dgapejon todos IJH mercados. A partir de la obra fundamental de
Lsynes so violumbrd la necesidad de adaptar la teoria para permitir-
- 1e E;;i;} Jl%unélﬁﬁ;u. sobre todo de corto plazo, em las que la
t:i;;uiﬁii_di'rigidtéa- -n'ln-.értciol llovean & que la compatibili-
F;ﬁ;igd-d;.lnilplqnn§ ee efectie por vias mis tortucsas que el simpls
moyfaiento de los precios.
Durante muchos afos éate fue el dominio casi exclusivo de
la macroeconcuia. En ella se manejs el ingreso real como variable
independiente, & la par con variables-precioc como el nivel genaral
de precios, el salaric y la tesa de interés. 5in embargo, esste pro-
ceder carecfa de una sustentucién firme em la teorfa econdmice que

pretande partir del comportamiento de los agentes scondmicos indivi-
dusles. :
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En las dos ltimas décadas, sin embargo, ba ide tomando {m-
petu una tendencis que procura superar este hiato entre la macroe-
cononia y la microsconos{s. A ella pueden adecribirse, entre oires,
loe nomsbres de Patinkin, Clower, Leijonhufvud, Malinvaud, Bensssy
¥ l-:llﬂl. En este nuevo plantec ee suele invertir la tradiclonal
hipitrill marghalliens de gue en el corto placo los precics se ajus-
tizjluuhn mis Tépidaments que las cantidades. Los ajustes de precios

(o, al mesos, de clertos precios) pueden producirse lentasmente ¥,

en :lliin, 1a compatibilisacidn de los planes de los agentes sn al
corto plaso pueds lograrse mediante ajustes en las cantidades. En
sptos ajustes; el racionamiento de lae ofertas y las desandas suele
jugar un papel fundamentel. En modelos estdticos de corto plnzu; ea
frecuente suponsr gue los precios son totalmente rigides (lo que
Hicks (1965) llemé "=étodo de Preclos Fijos").

El prepente trabajo ee inspira em esta corriente. En &1 cons-
truipos primers un modelo multisectorial (no-monetario) de equili-
brig general walrasians orientado hacia la macroeconcm{a, Esbozamos
una demosiracion de existencie de equilibrioc general walragiano ai=
gulendo lineamientos tradicionales (Teorsma 1). Seguidazente, modi-
ficamos &l modelo de tal modo que el mercado de trabajo ee ajusta
exclusivamgnte por raclonamionto (ya mea de la oferta o de la deman-
da), Cuando wn agente es racionado, su desenda efectiva difiere, sn
general, de su desands noclopal en los restantes mercadoa. Ello se

slabors foranalments introduclendo la hipitesos de decisibn dual uti=-

lisada por Clowdr (1965). Después mostramos condiciones suficientes
para gue, con preclos y salario fijos, exista un vector de nivelaos
de produccién en la frontera eficiente de la economfa gue iguale las
ofertas afectivas con las demandas efectivas en todes los sercedos
(Teoresa 2). Luego formulamos una condicidn euficlente para gue tal

Equilibrio de Procies Fijos wea finlco (Teorema 3). En la dltima ssc-
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e¢idn suponemos que &1 selaric es fijo pero los precios flexibles,
Iemoptrazos que, pare cuslquier palario superior a clerte alnimo,
puede encontrarse un vecter de precios-y niveles de produccisn gque
no 86le iguslan las ofertas efectiveas a las demandas efectivas sino
que, edemas, dados los precios, las empresas maximlizan benefleclios

en 8l conjunto de produccidn factible (Teorema 4). Denominasos Egui-
librio General Keyneslano a esta dltima situacién.

. Sean X & ¥y vectores y A una matriz, Normalmente ee¢ deaprends-
ri del contexto el cardcier de Iile o de colusna de un vector. Se u-
parié la sigulente notacldn en el texto:

€ = {1}....11 A, 1 i-épime fila de A

i
g = [ P Y PO L j-éeima columna de 4

xgy:xdy, x £y : igualdad por definleidn

L

xfy i xdy, xéy 4 ! traspuesta de A,

I. Un modelo de Boullibrio General Walrasiano

En ssta poccidn tanto empresas como familiss son propleta-
riap de stocke de bisnes y de trabajo. El trabajo del cual dispone
1a smpresa fue contratado en un perfodo preced.ﬁte y €8 pusceptible
de ser utilieado durante el perfodo en curso. La familia, en cambio,
dispone éa una cierta centidad de tiempo vital libre en el perlodo
pregante gue ya no puede enajenar ¥ una cierta cantidad de tieapo
vital 1libre en el perflodo prézimo swsceptible de ser vendida como
trabajo potencisl. La produccidn y ¢l consumo del perfsdo en curse
estd limitada por los itnetu que empresas y familias poseen.

Las ofertae y demendae gue se forman en el perfodo en curso
deben permitir llevar a cabo los planes de consume ¥y produccidn gue
se tlenen para el perfcdoe préxisc. Sin embargo, estce dltimos no ee
tratarin explic{taments en el modelo. Los planes de consumo y pro-

duccidén para el prizimo perfodo estardn reflejados implicitamente
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en las preferencias de los mgenteo con respecto & los etocks fina=-
les del perfocde en curso. Las transacclones se realizan al final del
perlodo, Se supone gue tanto les empresas comg las fasilias se com-
pertan comg tomadores de préclios.

Existen n procesos de produccifn, uno para cada uno de los n
bienes. Tales procesce presentan rendisnientos constantes & sscala ¥
proporcionss fijee entre los insumos. Cada proceso utiliza bienes y
“trabajo pars producir un Gnlee blen. Sea LEH:‘“ la matriz de insumo=-
producto. El slemente lii denota la cantidad de } que debe consumir-
oe productivamente para producir una unidad de 1. Sea tiﬂt el vector
de coeficisntes directos de trabejo. El sigulente supueste se usard

&n lo sugesivo:
51 &) A o8 conexa y productiva; b) t >0,

Cada familia y cada espreea tiene un eisteua de preferencias

representable sediente una funcidn de utilidad ordinel que verificai:

B2 U es &) continua, b) mondtona creciente y ¢} estrictamente cumsi-
concavs.,

Con 1la fipaljdad de evitar una serie de complicaciones técmi-
.Ell lnfrndunir:nul dos supueatos ad hoc. Por un lado, suponemos gue
la demanda de bienes y trabaje por parte de cada familia y cada em-
presa estd restringida a un conjunto compacto y convexo que contiene
el origen, xt ¥y It. respectivamente. Por otro lado suponemos gue ca=
da familia y cada empresa €8 propletaria de un vector de stocke de
bienes y trabajo estrictamente pooitivo, ‘i ¥ a:, respectiveanente

(eusgue eston otocks pueden ser arbitrariamente pequedoa).

A, Las !ltilil!

Hay I familiae que demandan bienes y ofrecen trabajo. Zon,
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e¢n conjunto, propletarias de las empresas. s o8 la participacidn
de i an la emprese k. La suma de tales coeficientes sobre loas 1 es
igual s 1s unided, pera todo k. Sea b"(p) el beneficio distribuide
por k cuando los precics de los bienes son PyseessPys el salaric es

Poe1 ¥ P % (PposessbPpibp,y) ® Ipl.pn,ll- El ingreso por beneficios

. de 1 a8 bj‘[p.'l = E h'(p]iu. El (n+l)-ésimo elemento de I-i dencta

la centidad mézizs de tie=mpo vital disponible de i en el perledo
prézimo (y que puede ser vendido al final del perfodo en curso, junto
con los demids elementos de I:]-

Las fasillas determisan sus funclones de demandz de blenes
B‘l{p} ¥y de oferta de trabaje Llip} (o, alternativamente, de dezanda

de tiempo m-llubura'.l aitn_”-lri{p]] mednn_tl ¢l sigulente procesc de

optimizacidn:
{1) max Ilil:.‘ii,l;.:nﬂrlui:l sujeto a

{!-".L'i'hxi g

o * b'i[p] .

':Bi'i':{m-l]-l'l]p Rt
Utilisando el Tecreza del Mizimo puede dempstrarse que si cada h,‘{pl
o8 une funeidn continua, le solueidn ﬂﬂlpr.Li{p}} de (1) es también
una funcidm comtinua. El vector de demandas netag de blenes y traba-
jo de 1 &8s entonces {EL[p)-atl.—Li{p}J. donde lil es el vector que
incluye lom primeros n elementos de a:.
B. Las empresas

. Hay K empresas, cade una de las cuales puede producir loe n
bisnes. Cada empresa utiliega sus stocks para producir durante el pe-
riodo en curso y al final del misao ofrece pus productos y demanda
etockas finales l{ para tener al comienzo del pericdo proximo. Sea qk
el vector de produccién bruta de k. Como las transacciones se reali-
zan al final del perfodo la produccidn de k estd restringida por sus
stocks iniciales. En consecusncia, qk debe pertenecer al conjunte
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compacto y convexo

Qk - iq‘f“:f qk{l,t} £ B:].
Los beneficios de k son qxhp donde B & (I-A,=-t}, La empresa determi-
na qui proporclﬁn da Bus h-na;lniua va & retener al deteruwinar au
demanda de ptocke filnalewo. 5i t%p ylgp, estd reteniendo una parte de
sus beneficios. Supone=os que el resto, g Np + {a: - nf}p & bk{p}.
ss digtribuys entrs los propletarics. También suponemcs que la sx-
presa no se descaplitaliesa, o sea, que a:p 2 a:p. Luego k determina
#u nivel de produccion del peripdo en curse, la estructura de Bu de-
mande de stocks finslee y la parte de los haneiicina que va & rete-
mer en la forma de stocks {y, por diferencia, la parte que va a dis-
trihuiéj mediante ¢l eiguiente proceso de optimiracifn:
(2) max vk{ qup. lf} pujeto & aﬁp apfapse qkﬂp.

qu.nflifk

donde Y¥ = g¥axa¥

+ Eg sencille verificar que (2) equivele 2l sigulents
procesc de optimissacidn mecuencial:
(3) .k m:x :axk Ukﬁ qkﬁp. EE] donde
SpsELR) WAl lkip} = iaftakf agp 4 &fp £ a;p * qup}

Por EE.Uk resulisa estrictamente creciente. Luego la solucidn de la
pfimara etapa de (3) es le correspondencia qE:P — Qk donde

Ekfﬂ} - iqkiﬁkf qkﬁp 08 miximn}, P o IpiR:*lf ep = 1}
(La mormalizacién de precios adoptada vale iguslmente para las fami-
liss.) Se desprends de lo definicidn de g {pj que aquellua procesos
que rinden beneficlos ponltivna (81 existen) deben mer uparadas al
riximo, o sea, haota agotar algin recursc, For el contrario, agué-
1llos que rinden beneficics negativoe no deben per operadon,

Utiliczando nueveaesnts el Teorema del Mixiuo puede demomirarae
que qt{p} &p una correspondencia seml-contlnua superiormente en P y
qua ﬁ:{?} fnht-nida en la segunda etapa de {3}) 'y hkﬂpj son funclo=

nes continuae en P. La oferta neta de bienes ¥ trabajo de k ems, en
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definitiva, g (pl® + ;: - l:lp]l.

C. Equilibrio General Walraslano

Sea E‘fp}, g=l,...,n+l, la demanda excedents ds g cuando los
pracios-palario son p. Sea E{p) &l vector formado por talea slemen-
tos. Por lo visto precedentemente

Elp) = (s(p).-L(p)) = qlp)B + a,(p) - &,
donde 3; L; q, a, ¥ ay denotan las susas de 51. I.j', r||t

¥y l.-f sobre sus respectivos superindices. Dado el cardcter estricta-

k 1
v B, "'{ablinl

mente cracients da las funclones de utilidad, la solucién del pro-
blesa ﬂg'_jl.cclan de la familis debe cuaplir la res triceidn presupues
taria con lgualdad, o sea
; k
(54 (p)vadayryEt(0))p = akp ¢ I [(0)B + af - aY(p)] 0y,
Agregando sobre 1 se obtliene

(4) E{plp = 0.

Lena (Gale-Mikaido) Sea % un subconjunto compacto de g™ rPa
{pm.:f ep = 1]. Sea P:P — I una correspondencia semi-continua su-
periorments tal que para todo peP, Flp) es no-vacie, convexo ¥ sa-
tisface P{p)p € 0. Entonces existe un p*«P tal que F(p*) contiene

un slemento z* = 0,

La verificaclon de qua se cumplen todas las condlciones del
Lensa es lnmediata, Luego, existe un p*sP tal que E{p*) contiene un
#loaento no-positive. @ eea, existe un q%:q(p*) tal que
(8(p*)s-L(p*)) + a,(p*) % q*B + a,.
Como E(p*)p* = 0, E(p*) £ 0 y p* > 0, en avidente que sl pg; >0
: daba darse BE[p‘] = . Tenemos entonces una situacidn en la gque no
hay demanda excedente (positiva) en ningin mercade y sélo puede ha-
ber oferta excedents sl el precio del blen correspondieate es nula,

¢ naa, sl se ha convertido en un blen gratulto, Eata situscldn cons-
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tituys un Equilibrio General Walrasiano. En ¢ste, tanto las familias

como las esapresas maximizan utilidad sujetas a sus restricclones "na-
turzles”, las smpresas maxismizan beneficios y adlo pueds haber desem-
pleo el _n.l galario es nulo, Podemos sintetizar los resultados de es-

te seccidn en ol sigulente teorema.

Taorama 1 81 para todo L y toda k, 11 ¥ ft (respectivasenta) son
compactos, convexos y contienen al 0, ni ¥ l: son estrictamente poal-
tives ¥y se cumplen 51 y 52 entonces existe un p*:PF tal gque qlp*) con-
tlisne un vector q* tal gque

a} 1la demanda no supera a la oferta en ningin mercado,

b]. la oferta pueds superar a la demanda en un mercado sdlo ai el

) pracio del bien (o trabajo) correspondiente es nule,

¢} ol un procesc da pérdida no se opera, o sea, el elemento corres- A

pondiente de q* a8 nulo,

4} cada ampresa opera los procesos q;J& rinden beneficlos positivos -

(ol eximte mlguno) hasta que se le agota algin stock.

1I. Un modelo con raciconeniente en el mercado de trabajo

En lo suceslvo suponemos, para eimplificar, que las familias
oo tlenen atocks de bilenes y que las empresas no tlenen stocks de
trabajo. Lusgoe a:eR: pera tode k. En caabio adlo exiglmes que a, sea
estrlctamente poaltivo {na.cauda l.: particular]. Como las empresas no
tisnen stecks de trabajo deben utilizar durante al pericdo en curas
&8l trabajo adquiride en el perfodo. Puede suponerse, sntonces, que
las trensacclones se realizan a2l comlenzo del perfodo sobre la base
des los planes de produccldn que formulan las empresas. De tal modo,
el trabajo puede tranpferirss al comlenzo del perlodo avnque todos
los pagos y la transfersncla de los blenss producidos durante al pe-

riodo me realicen al final del miesw. Ahora, entonces,

i L]
'n(n +1} deno-
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ta ol tismpo vital dieponible por L en el periodo en cures ¥ P .q
sl salario per parflede vencida.

Siempre gue un conjunto C sea definide-medlante uwna dealgual-
dad vectorial & , llasarescs € al conjunts definide del mismo moedo
con la ll.lll'tﬁld da reemplazar £ por Z. De tal mode, ¢ denota la

®frontara eficiente® de C. Sean

= o = [qer?/ " £ l:} s Q= [aB]/ qa 2a} .

Supongamos gue cada empresa elige un qtenh. Dado qx, k deter-

_ mina la funcidn comtinua I:(qt.j] segln

(5) max ©(q"Ep, l§} % B.B t:pl g a{pl ] I:pl + qBp.

afea”
Los beneficios diltriiuidnt por k son
(s) ¥¥(¢",p) = a"Bp + ;:,1 8 -’{ht-.p}nl
¥y los ingresos no-laborales de 1 son )
; 1.1 4 _ S

{1 b {q woew sl wB] = Ej_ b lq 'p}alt‘

Cgda famills determins aus demandas segin
(8)  max wiisthal ytt) s shplaty | etied,...d%p)

(st,1t)ext
lo gue determina las funclones cent!ozas 31(11...-.114-!1-
I."{[l.....q:,p], Yamos a gpuponar gue la reasignacidm de un mismo ni-

vel de producclon sgregada entre las eapresas particulares no afacta
al isgress mo-laboral de cada .

X -
53 PBars tode 1, . 'b".{.q,pl donds q = g Qk.
k=l °

Sobre le base de gote supuesto, (B) deteraina Slusi{t.r}. Llln;(!-'}i
¥ en ol agregads se tisms 5=5(g,p), I=L{q,p).

Como tanto g como L{q.p) se determinan en forma descentrali-
sada, 1a desanda de trabajoe, qt, pusde diferir de la oferta, L{g,p).
Igp-lln-l qus sl hay discrepancia, #sta se resuslve por r-;inlnnina-
to. 51 qt »L{q.p), las empresas son ruilmnﬂu en sus niveles de
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producelén (lo cual implice un raclonamieato en sus desandas de tra-
baje). 51 qt <L{g.p) laa faailias son racionadas en sus ofertas de
trabajo. Suposemos gue el racionamiento es proporcional. Para forma-
lizar sptac ldeas, definamos:
at/Liq.p) =i gt <L{gq,p)
Aa.p) = L sl gt = L{g,p)
la soluciin de L{%q.p} -} qt 81 qt > L{g.p)
o =1 Hag.p) 21
1“;}‘.119} al mlg.p)»1
1 a.p) si al(q.p) 51
et (q.p) st sa.p)< L.
Agregando scbre k, de 1a definieidn de 3%(gq,p.q") o kb
q of slq,.p) =1
Haap) = {n}ﬁq,pl st pa.p) > 1.

Asragando sobre i, se obtiens uns definicidn andloga para g, p).

Ek{qimqk} - [

tHq.p) = [

Mis adelente explicitaremos el supuesto de que L es mo-cracien
te con g. Es &ato lo que arriba mos percitid definir af{q.p} de mo-
do univoes en sl caso gt » L{g,p). Obsérvese que en (8] eatd implici-
to gque les familjiss propietarisms conccen los planes de pradu:ci.én e
inversidn (¥, por le tanto, de distribucién ds bencficios) de las em-
presas en las que participan, Eate supuesto ea tanto ads realista
cuants mis concentrada esté la propiedad y cuanto menos independen-
¢la exists entre la direccidn de la empresa y los accionistas.

El alguisnte lema demusstira gue el pru‘cunn de raciomamiento

definido "despaja® efectivaments al mercado de trabajo.

Lema 1 Para tode (gq.p), qlq,plt = Liglq.p).p).
Demastracidn S5i gt & L{q.p) &e tiene

Alaplt = gt = adquplile.p) = Llq.p) = Ligla.plip)-

51 qt »L{q.p) se tiens
dla.p)t = (1/s{q.p))qt = L{(1js{q.p))a.p) = L(qlq.p).p)- geD,
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Dados los nir-;:- racionades de producclén y de oferta de
trabajo, las empresas y las familias determinan sus demundas efecti-
vas de blenes if ¥y E‘i.‘ reapectivanente. 51 u(q,p) = 1, ni las empre-
sas nl les fazilias son raclonadas, por lo cual sup demandas efectls

vas colnelden .cou. gus demandas nocionales, las soluciones de (5) y

{ﬂ]. rn'qpaﬂtivuunta. 31 ,ﬂ[q,p'j}l. las familias no son raclonadas
an sus ofertas de trebajo.perc sl lo mon las empresss en sus niveles
de producciin. Este Incide sobre los beneficlos distribuidos. 51
Alg,pl<1, las empresas no son racionadas perc las familias sf. De-
finamos el ingresc efectivo de L como

(9} :!'1(1.1} = I-i'lt.p}pn,l + v (Flq.p),p). -

Luego la demanda efectiva de 1, El[q,p]l, g3 la soluclén de

(0} max vl(shiali,, )Tt e s'pl 2 pl(e,p)
BLEII

; i i i 1

donde X' = II"[';'-‘n{m-uI‘ Cugndo #(g,p) = 1, coma y (q,p) =

In'liq,p]p:“l + h"{q.p]‘, Ei[q.pl colnelde con la demanda nocional da-

da por (B).

. 8L pq.p) 1, las empresas no son racionadas. Luego sus de-

esandan efectivas colnciden con sus demandas nocionalea, dadas por (5).

En canmblo, =i ){q‘;ﬂ- ?1.- las empresas deterzinan EI{q.p.qt.'! Begin:

(11)  max 0%(4%Bp, a}) s.a ikvl‘ihpléakplﬂizﬂn. §“=3%(q,p.a%).

e
En el agregado se tlcne El = ilfql,....q[.p}. 5in embargo, asi como

hiclmos con sl ingreso no-laberal de las rnuilla. (53), vamos a su-

poner que las reasignaciones de la produccion entrs las ompresas no

afecta & la demanda efectiva agregada de stocks finales.

% & =i (e

365



III. Equilibrio con Precios Bijos

En ssta secclin suponemos gue log precios y sl salaric son
fijos y, mde win, som positivas y ripden beneflcion po-negatives en
todos 1#: procesca, Para per concretos, supongamos que p pertenece al
conjunte
G = [piﬁz*lf Bp 2O, po,y Ega0, alp « p'n“_ = 1}
donde los precios sstdn normalizados mediante um nunerario compuesto
y 8l salarlo real es mayor o igual gque un clerto minimo £ dade exdge-
nanente. S8 EBupona que las .u.nidlden han sido elegidas de modo tal que
e{4,t)ele,1).Alternativazente, puede tomarse cualquier vector =20 que
satisfage =(4,t)<(z,1), e.g., ol vector deminante de izgquierda de A.
Dado un peC, mmestro primer objetive serd encontrar un g gue
,anule la demanda efectiva excedsnte agregade, o sea, que varifique
(22) © 3q.p) = Bla,p)
donds § es la oferts meta agregada de las r-;prezaa:

Blayp) ® Ala.pMI-4) ¢ 8, - 3,(a,0).
Pare ella, d-lg.inlmu al conjunto factible Qip) I:_f su correspondiente
frontera eficiente a[ﬂi véage la Figura 1 en la pag. 22):

alp) = {8}/ ala,t) £ (a . Lla,p))} -

Cbedrvens qus ol gelp), ae tiene alq,p) # 1, por lo cual giq.pl=q.
Iuego sl restringimos muestra bisqueda & Q(p) debemos buacar un q
qus verifique

(13} Blg.p) = ciq,p}

donde G{q,p) 5 q{I-4} + &, - ilfq.pL Este hecho permitird soslayar
la no-diferspclabilided de § y, por lo tanto, de &, en los puntos en
;tun Ma,p) = 1. A su wez, el supuesto 56 nos garantizard la diferen-
eiabilidad ds G -con respecto & g, lo cual nos serd de utilidad en al
Lews 3. I
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S5 a) a >0 y pars todo {q.p)e R} xE, L{q,p)> 0,
) o & ¢ 2 Lietp) £ Lle?.p),

e) Liq,p) #e cdncava con respecto a q.

Una interpretmcién posible de a) ea que el & utilizade en la defini-
cion de ¢ ee lo suficientements grunde como para que la oferta agre-
gada de trabajo sea positive en tede C. Una econsecuencia de a) es
que Q(p) tiene interior ua-—vacia_u. o @ea, contiene algin g » 0 que no
autd an a{p}. Una consacuencia de c) es que, como =L es convexa con
respecte & g, también lo es qt-L{g,p) {¥a gque la suma de funciones
consarva la convexided; cfr. Rockufellar (1970), Teoresa 5.2). Luego
alp), come interseecifin de conjuntos convexos, e8 convexo (ibld.,

Teoreua 4.6).

Lema 2 &) Para todo peC y todo q tal que ulq,pl)=l, E{q.p}plﬂ(q.p];}l
b) Para todo peC y tode g > 0 ae tiene Efq,p}pl »0.

Demontracidn

n}‘lgrnglndn las restricciones presupuegstarias de las .famillas y te-

niendo en cuents que deben cumplirme con lzualdad por el cardeter es-

" trictamenta greciente de U gs obtiene {por (6),(7),(9).53 y 54):

(14)  B(q,pdp’ = yla,p) = Llaplp,,, + EE% b (ala,p).p) =
E

= Lla.plp,,, + dla.p)Bp + (8 -5 (q,p))p" =
= L) - Al dt]p,,; ¢ [ila,p)(1-0)vay-E, (a,p)] 0" .
Coma alq.p) & 1 ee tieas ala,p)l=q. Por el Lewa 1, entonces, el pri-
mar cor:hut; e anula ¥ 68 obtieme la igualdad buscada.
b} Agregando lam restricclonens de las empresas (de [11)}) evaluadas
an iflq.p.qxj pe obtiene:
(15)  Waep)Bp + (ag-E (a.p))pt 2 0.
Lﬂcai;, per 55#3. qt >0 ¥ p. g >0, se tlens
(16) L(a,p)p,,, > 0. '
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Luego por 1a peniiltima lgusldad de (14} y por (15) ¥ (16) nse tiens

al reaultado buscado. QED.

86 &) Ellq.p} en diferenciable con respects & q en
una reglon rectangular cospacta D = R: tal que ¥p«C, Qlp) = D,
b) G{O,p)=0 y para todo (q,pleDx, Glq.p) 5 O,
¢) Para todo (g,pleDxC, lil s 0 ryla raiz dominante de 1+111 as
e g
Eenor gque 1, e

4) Para todo (g,pleal(p)xC, 3(a,pleciD,p).

b) nos asegura que las demandas de stocks finalea 51 gon tales gue
las emprasas nunca se convierten en de=zandantes netos de blenes y que
cusndo se abstiensn de producir rotlenen sus stocks. e)] plde que la
demanda sfectiva sgregada de mtocks de las empresas sea no-decreclen-
te con g pero no tan creclente comg para gue }yail deje de ser pro=
ductiva, d) ss un supuesto conjunta EGDEE.D. E;TE 5. Diece que para
cualquiar qga{p}, Blq.p) debe poder ser satiafecho con la oferta neta
6{q',p) correspondients a algin q'eD.

Como p eatd fijo, en ol sigulente lema conaideramon a G como

funclén de q solasente.

Leme 3 Dado un puC, sl se cumplen 56 a).b) y e) se verifican:

a) d(q,p) es globalmente Lnverslble en D,

b) 6"1 «s wonbtona crecisnte sn G{D,p),

e) ™) wa continua en ¢{p,pl.
Demostracidn JLa matriz jacoblana de G es JG{QJ - I-h-igl . Por 5S6c)
tiens eleacntos oo-diagonales no-positivos. Ademis, como l+i;1 tle-
‘ne rale dominante menor qus 1, Ja{q} tiene inversa no-negativa {ecfr.
Nikaide (1968), Teorema 7.1(tL)). Eato implica que todos loa menores
principales da JG(q} son positivos, o sea, que es una P-matriz (ibid.,
Tecremas 6.3 y B.1). Por el Teoresa de Univalencia Olebal de Oale-

Hikaido (1ibld,, Teoroma 20.6), G(g,p) resulta globalmente inverzLble
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en D ¥ 6! mondtora cruciente e G(D,p), o sea,
(17)  Gle,p} ¥ 6la’ip) = of 2 %

(17) 7 la univalsncla gloval de G implican, ademis, que G es estric-

. tamente creclente en el sentido que

t18)  olad.p) 2 6e%p) = & 2 d%.

Pues, dado el antecedents, sl fuera ql=q° se tendria G[ql.p}-ﬂiqa,rl.
una contradiccidn.

Con respecto & ¢), coma G es continua y D as compacta, la

extstencia ds 071

implice su continuldad por el Teorema 4.29 de Apoa-
tol (1976). QED. :

Le=a 4 Para todo pel, l‘l[p] e8 homeomorfo a 3 = {q;n:f qe = 1} :

Demoatracidn Comsldérese la funecldn definida en S

£lq) = . dond = sinf%l,..., 2 .L591u1 .
{q) = gla)q. dende g(q) nL_:! ﬁ% g }

Por 85a), glq) »0. Puede comprobarse, entonces, gua f{g}*a{p}. Ade-
mis, f es continua puss lo ea L. Su iaversa,

l:alp) =3, £Hq) = afqe,
es también continua. GED.

Lema 5 51 T ea no-vzcfo, compacto y homeomorfo a un_conjunte convexa
8y £:Y — T es una funcidn continua, entoncez f tiene un punte fijo.
Demsostracitn Sea g:5 -+ ¥ un homeomorfiomo. Luego ;"11‘5:3 - 3
88 uni funcidn continua definida en un conjunko nu-'rlcfn, compacto ¥

2 Bvex + Por sl Teoresa de Srouwer (cfr.Wikaldo (1968), Teorema 4.3)

te un.ss5 tal qus {g" 2g)(a) = 5. Pero eatoncos flgle))=gin) ¥

) es un puntq'fljn de f, QED.

é 81 ae verifican 51-56 entonces.dade un peC, exiote un
que verifiea L{{,p)=4t ¥y S(4,p)=c(4,p). ]

2 clém La primera lgualdad vale para todo elemento de Qip).
‘o8& deaprende del Lema 1 y el hecho de que sl g«Q(p) se tiene
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3(q,p)=q. Tomemos un qeQ(p). Coma (8 .L(3,p)) >0 debe ser g > 0. Lue-
g0 por el Lema 2b) ss tiens 5(q.plp! >0. Como B(q.p)50 y p' >0 debe
ser 3(q.p) > 0. Ademda, por $64), 3{q,pléc(D,p), @ sea, 67 (3(q,p))eD.
Definamos £(A) = G~ (A3(q,p)) para MR, . Yamos a demostrar que exis-
te un dnlco Je{0,» o) tal que £ir)ealpl.

Por definicidn da G se tiens

3(q.p) = 6(£(2)) = £(A)(1-2)ea -3, (£(2),p)
de donds
(19) £(2) = AS(q,p)-a_+£(2)a+d, (£()).p).
Por (18) y BEb),
© )B(qup) 20 % £(A) >0 = (X2 o0. .
Luego, comg Ilttﬂ.},p]:l}, se desprende de (19) gue
20 ) = M8(q.p) - 8-

Por ser 3(q,p} > 0 se deduce que al menos un elemento de £{l) tiends
a infinite cul.nd-u ) tiende a infinito. Definamoa

g(A) = £0XMa,t) - {a ,L(1{}),p)).
Como £ &3 crecients y tlene al menos un slemento gue tlende a infini-
to con }.. A &8 consza, t®) y L &8 no-creciente an q, pueds obasrvar-
st gqua g{X)} ss estrictamente crecieats y tiende a infinitc com X en
cadn unc de sus eleaentos. Ademds, g(0) = -'[u.q.L(G.p}]( 0 {por 55a))
Y & e8 continua puss f y L lo son (Lema 3e)). Aplicande el Teorsma
de Balease, a cada g, (A} le corcesponde un émice ) >0 tal que
g;(})=0. Timese = alal, ¥ se tendrd por construceién g(i) £ o,
o sea, £(A)éa(p).

Definamcs la transformacida

£:dlp) - alp),  Pa) = 671(Ma)3(a,p))
donde hemos explicitade le dependencia del X del pirrafo precedente
con respecto & q (tasbidn depende de p pero como Sate es fijo no nos
preccupa). Pusde utilizarse el Teorema 2 del Capltulo VI.3 de
Bergs (195%) para comprobar la continuidad de Mq). 3 as cnntl.uu-l‘j
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g~ tasbién {Lema 3Je)). Luega F es continua en a{p}. un dominio no-
vaclo, compacte ¥ homeomorfo a un convexo {Lema 4)}. Como se cuaplen
todes las condiciones del Lema 5, existe un ﬁga{p} gque verifica

g = B(d) = c”H(MA)B(4.p)),
o aed, L

a{d,p) - Mq)3(d.p).
Por lo tanto,

o(d,p)pt = MQIS(E.p)e'.
Dal Lema 2 me desprends que MA'=1 por lo cual G(§,p)=5(d4,p). QED.

Tefinames el vector de demandas efectivas excedentes agregadas
Elq.p) & B(q.p) - Glg,p). Hemos demostrade em el Teorema 2 que para
cualguisr peC embste un 4¢Q(p) que anula a E(g,p). ELl sigulente su-

pusato es suficisnte para que ese § sea dnico.

57 El{q.pl+:llﬁq,p} es cincava con respecto a q para todo 1 y es-

trictaments cAncava pura 2l menos un L.

feorema 3 “Dade ST hay un dnico §:Q0p) que verifica 3{q.p)=@{q,p).

Demgatracidn Bupengimos que tamblén g':J(p) verifica esa {gualdad,
Por 27, también s= concava
5 e el = .o : . ,
B,(q,p) # afI-a)" - 2, + & (0,0} 7 5;(q,p}-G;{q,p) = E;(q.p)
pues la suma de funclones consarva la cancavidad. Adewsas, B, es as-

1
trictamente concova para alguna i. Luego ei definimos qla)=sfe{l-a«)q',

para todo xé(0,l) se tiene

B (qfa),p) ¥ 0 = =5,18,p) + (1-9E;(q",p) para todo i,
con desigualdad estricta para al mencs una i. Esto implica que
l[q{x},p}pl >0. Paro g{x)eQ(p) pues Q{p) es convexo. Luego la dltima
desfgualdad contradice el Lema 2a). QED.
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IV¥. Equilibrio General Keyneslano

Sobres la base del Teorema 3 podemos llamar g(p) al dnice
qeQ({p) que varifica Elq,p];ﬂ.

in esta seccidn suponemos que el salario esm fijo pero admiti-
mos la flexibilidad de los precios de los blenes. Demgstraremos que,
sin supueston adiclonales, para cumlguier asalario en el intervale
[£.1] puede encontrarse un vector de preclos para loa hlenea y un
vector de producclidn bruta agregada tal que no sdélo se anulan las
demandas efectivas sxcedentes agregadas slno que, ademds, dados los
pracios y el salario se maximiza el baneficio conjunto de las eapre-

g2s &n el conjunto factible Q{p).

Definieién (q.p) comstituye um Equilibrio General Kevnestano (EGK)

gl verifica:
a) q¢q(p),

b) Bp 20, p ., BE,

n#l
e) Eq.p) = gt. Blq,p) = Gla,p),

d) gBp & q"Bp para todo g'eQ(p).

Definamos al conjunto :
Elw) = {le"lf Bp20, p .= %. eBp + p ., = 1} :
Obsécrvees que para todo we[£,1], Elw) = C.

Teorema 4 Dadnu-ﬂl-ST. pare todo VE[E.I] existe un PuB{w) tal que
(q{f),p) conntituye un EGK. g
Deacatraclén  Dado un v:[E.l], deffinase la correspondencia

W:B(u) == B(w), M(p) = [p'eE(w)/ qlp}Bp* ¥ qBp', vacq(p)} .
Demcstraremos a continuacldn ﬁua sa trata de una correspondencla ce-
rrada con Imdgen no-vacla y convexa en cada punto de su dominio mo-
vaclo, cospacto y convexo. Er tal caso, puede aplicarse el Teorsasa

de Punto Fljo de Kakutani (efr. Nikaide (1968), Teoresa 4.4). Este
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un nimero < tal que para todo geQlp) se tiene qu £a y glplu m o,
Luega
{21) para todo q¢Qf{p) ase tiene gu 2 glplu.
Podemoa- también atfirmar éue u = g, Pues debido a la eatructura de
glp) y » la positividad de (a_,L(q.p}) (S52)) no sdle Oxg(p) sino que,
ademdn, exismts un jarﬂ suficientemente paquefio comg para gue Eﬂuj}i
@l{p) para todo J. Si fuera u <0 para algin i tendrfamoe
glphui 0 :F(),dei}u. -J,aui.

lo que contradics a {21).

Cualguier miltiplo no-nogativo de u también verifica (21).
Towemos Bqual que satlisface ew = l-w y sea

(140" (s o) *

p= ¥
v

Por {20), PeE{w). Ademis, puede verificarase que Bf = u. Luego, por {21
para tode geQ(p) se tiens gq{p)BEF % qBF,
o pea, heeos encontrado un FeH{p).
Obsérvess que cuando w=l, se estd tomande Bf =u =0 ¥y
Fa ¥y 1) 2 v dondav s {I-0)"1t es £l vector de valores-trabajo.
En este caso muy particular a) E{w) se reduce al dnico punte v', b}
como nlngiln proceso rinde bensflcio pomitivo, qf¥') magimiza el bens-

ficlo conjunto. QED.

Al comenzar la Seccion II supusimes que cadn emprepa slegia
un ;ttqk. Ahora vamoa & suponer gque eligen vectorca qx talea que
k 'k
g g

presas agetan en su plan original {no-racionade) de produccién. ¥

¥ aiQ, lo gue [mplica que hay mlglin stock que todas las em-
gobre la base del Teoresa 4 vasos a anallizar loa distintos casos gue
&0 presentan pegin dénde esté ubleado q{f) en a{ﬁ].

17 gt «Llalf),$).

En este paso las familias eetda racionadas en su ofecta de

373



trabajo, o sea, hay deseapleo Lnvoluntario. Las familias no sstdn
lub;.'t sus "curvas" de demanda noclonales, o en forma mias precisa,
sus funclones de demanda efectiva difleren de las noclonales en el
punto da equilibrie. Como q{ﬁ]ia{‘], necesariamente g tiene q{'&}eﬁ.
Luego todas las empresas utilizan al méximo algin insumc. Como las
empresas no estdn racionadas en eu desanda de trabajo, sus deaandas
efectivas de stocus eolnclden con sus dewandas noclonales, Puede 1la-
marse & ssta situaciss un EGK con desemples invaluntario.

2) al3)t = Lalf) ).

En este caso las familias no estdn racicnadas en su oferta de

trabajo y, por lo tamto, su demanda efectiva coinclde con eu demanda
noclonal. Para las wepresas pueden presentarse dos sltuaciofies.

e) qlflac a,. Ea sete caso (sl w<l), las empresas ne eatdn maxiai-
gande beneflclos sujetas & su rlutrLl::n;iEm de stocks (primera etapa
de (3)). Pues como feE(w) se tiena B > 0. Luego las empresas produ-
ctrian min (hasta llesgar & I:z} 8i no fuera porgue uti_n raclonadas.
Luego la desanda efectiva de satocks de las empresas no colnclde con
la noclonal. Hay escases de trabajo y capacidad oclosa. Puede llamar-

se o una sltuacidn tal un EGK con escasez de trabajo.

b) qlpa & a,. Em este caso, como-en 1), las empresas utilizan al
mizimo algin stock. Lusgo no eestdn racionadas, Su demanda efectiva
colncide con su dunu:dn noclonal y se encuentran maximizando benefl-
clos sujetas & sus mtricclunul-!mturllen*. Como las familias tam-
‘poca estin racionsdas me tiene unz situacidén en la que "la demanda no-
clonal es ®_ ual & la oferta nocional en todos los wmercadoa. Ademds,
cosn lan empresas sagimizan beneficlos en Qr. satdn resolviendo su

probleza de aptimlsacidn originarie (3). Se tiens, entonces, un Equi-

librio Gensral Walrasiano, A diferencla del problema planteado en la
Seccldn I.. sin embargo, no necesariamente exfute tal EGW. Pues ahora
sctance tomando un salaric fijo w. Slo estamoa seguros de gue sxismte
un BGK.
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Pigura 1 [ﬁnrm 2)

\Qqht-t-_tq. P}

a9y

Figura 2 (Teorema 4)

{Bp20/q(§)2p2aBp, vqeq(5))

p=0/a(p)BpqBp.vaea(B))
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