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INTRODUCCION

E1 concepto de estabilidad (en el sentico de Lyapunov) recibid
por primera vez un tratamiento sistemitico en el marco de una econo-

mia dinfmica a partir de un art{culo del profesor Samuelson {afio

‘Pueden distinguirse dos etapasvdiferentes en materla de invesa
tigaciones sobie la estabijiidad del equilibrio de una ecoromia corme

titiva que caracterizaremos seguldamente,

Primera etapa. Los economistas se preocupan por demostrar bajo
qué condiciones los conceptos de "estabilidad Hicksiana® y de la ver

dadera estabilicdad dinfmica son equivalentes:

"La establlidad del Fquilibrio: Estitica Comparativa y Dinfmi-

ca” (Samuelson, 1941) 11].

"La Relacidn entre 1a Estabilidad Hicksiana y 1a Verdaders Es-

tabilidad Dinfmica” (Samuelson, 1944) {I1I],

"Flexibilidad de Preclos y.Empleo“ (Lange, 1944) f111],

"Estabilidad de los Mercados Miltiples: Las Cordiclones de Hicks"

(Metzler, 1945) [IV],

"Notas sobre la Teorfa del Intercamblo Miltipie" (Morishima,

1957 [Vv],
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Segunda etapa, Modernamente, los economistas se interesan por

las propiedades de estabilidad de los modelos dinimicos formales sobre
la base de supuestos tales como las propiedades de las unidades econd-
micas individuales o de las funclones agregadas de demanda neta, En eg
te gentido, una bibiiograf{a compieta se encuenira en el trabajo de Tg

kashi Negtshi [VI],

En sintesis, 1a primera etapa se centra en la discusidn de la e=
quivalencia de ambas definiciones de estabilidad, mientras que en el g
tro grupo de investigacionés se establece bajo qué condiciones la esty

bilidad prevalece o no,

Nos proponemos aquf{ retomar el problema de la relacidn entre la
estabilidad Hicksiana y la estabilidad dindmica. La estabilidad Hicka
siana sigue teniendo importancia desde el punto de vista analftico por
dos razoues principales: en primer lubar, porque el equilibrio analiza
do por Hicks es de caricter competitivo y, ademés, en virtud de que
las condiciones de Hicks son Gitiles em el campo de 1a estdiica compa-

rada,

Un teorema bien conocido, debido a Metzler'{lv, PPs 282-283]afi;
m2 que si la matr{z del sistema dindmico es estable para todas las vg
locidades posibles de ajuste (positivas) entonces, necesariamente, se

cumplen las concdiciones de Hicks sobre la estabiliczd perfocta,.

En generai, como observé el profesor Metzler, el teorema resi-

proco no es cierto, o sea, un sistema puede ser perfectamente estable
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para toda velocidad de reaccidn positiva y, sin embargo, para algfin
valor particular de las velocidades de ajuste, resultar dinfmicamen-

te inestable,

Se demostraré aqu{ sobrella base del Teorema de Hicks y cel Prip
cipio de Walras, que 1a estabilidad perfecta (en el sentido de Hjicks)
para toda velocidad de reaccidn positiva es también suficiente para la
verdadera estabilidad diﬁémica en un slstema con un ulmero arbitrario,

pero finito, de mercanc{as,

En 12 primera seccién recordaremos, brevementesei modelo de in-
tercambio puro que sizve como punto de partida para la demostracidn
del teorema men~ionado. La secciSn II est$ dedicada a algunas defini-
ciones fﬁndamentales (Estabiiidad perfecta, imperfecta, matrices Hick
sianas, etc,) mleﬁtras que en la seccidn III se demicestra el teorema
objeto de este trabajo, y se analiza su felacién con las matrices to-

talmente estables.

I. EL MODELO

Presentarem&s ahora un modelo esté&tico de eqvilibri§ general pa
ra una economia de intercambio puro con el ot jeto de deducir las fun-
ciones agregadas de demanda neta (fuente de la definicién de estabili
dadlﬁicksiaha). Auncue este modelo es sumamente simsie, dos teoremas
fundamentales pueden demostrarse: el Principio de ¥a.ras y ia horoge-

neidad de las fuanciones de demanda con respecto a tcdvs lcs precios,
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Yor etra2 parte, a pesar de 8y sencillez cast todos los problenas esepn
clales en el anflisis ce 1a estabiltdad de mercados miltiples se prea

sentan aquf,

Supondremos que clertas ¢antidades inicliales de mercanc{as son
distr;bufdas entre los agentes econémicos. Dado que no existe produc-
cidn los stocks totale¥ de mercanc{as permanecen inaiteradus, Todo a-
zente econdmico tfata de maximizar su uvii1lidad mediante cambios de las
mercancfas teniendo en cuenta las relaciénes de precius que estén dadas
en el mercado, Las funciones de demanda individual se defizicn imrlfci-
tamente como s¢iucioncs del problema de méximo cond{:ionads, Los pre=
clos se determinan pcr la condicidn de que las demandas netas agregadas

Sean nulas conjuntamente, e

LEFINICION DE 14S VARIABLES

Indicaremos las merconc{as con un sub{ndice h (h = 1, 2, seseey N)
¥ los agentes econdmicos con un subfndice § (i = 1, 2, coevea, m), Agg

mis denotaremos con
Py ® precio de 1a mercancfas h-&sima.

1%13 cantidad de 1a mercancias h-&sima posefda por el agente

econdmico §{-&simo.

2; ¢ cantidad total de la mercanc{a h-ésima, uma constante,

ae

zhi cantidad demandada de la mercanclas hedsina por el agehhe

ecounmico t-8simo.
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zh ! demanda total para la mercancfa h-&sima,

11 ! ingreso (riqueza) del agente econdmico i-&simo,

v

-

g funcidén ordinal de utilidad del agente econbmico i-&simo.

f

n funcidn de demanda excedente para la mercanc{as h-8sima.

EQUILIBRYIO DEL ONSUMIDOR

Sea ni ui (zli, seessoy Zni) (i = 1, 2, sceeesy n) [1]

la funcidn ordinal de utilidad y

n

. -2 )=0 -
> P o (B, - Z) (1=1,2,. , n) [z}'
hel :

la restriccidn de presupuesto correspondiente al agente econdmico

i~8simo. En una posicion de miximo relativo regular condicionado, se

tiened
(23U QU
i i (
) o = Pyl P h= 1, 2, scseeay n-l)
zZ Z . “h
? “hi 0 ni "
8] | [3].
k n
Z ph * (Zhi - Zhi) =0 » (1 =1, 2, seacvey m)
S

y la matriz
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tiene todas latha(ces.!éteﬁtes-neg#tivas. Estas condiciones, a su vez,
son suficientes (en';irtud'dél teorema de la Functén Immifcita) nara
que el slstena (s ) defina las variables incégﬁitas‘zhi en funcidén de
los parametros py3 cevesel P 3 Ii « En otras palatras, 1, demanda

para la nercanc{a h-ésima del individuo 1-8simo

Zhi (pl’ ,..‘;. s D3 Ii) (hlﬂl 1, 2, (KXY RY Y n) [SJ

es la (nica soluci6n obtenida maximizando la funcion de utilidad 'Wi

sujeta a la restriccidn de presupuesto }E: Py zhi = Ii .
. h=1

EQUILIBRIO DEL ERCADO

Los precios son un dato para cada agente econémico, pero.se de=-
terminan mediante las condiciones de jgualdad de la oferta y la deman

da del mercado,

Recordemos que 1a oferta es idénticamente 1gual & la suma ce

las cantidades de mercancfas posefdas individualmente:

S

i=1

Por otra parte, la demanda total es




h

K

I

i=1

Un vector de precios de equilibrio, para una matriz dada de digl

tribucidn de mercanc{as entre los agentes econémicos

[ = = = ]
Z z
11 12 °**°°% Tinm
Z=| Z z Z
21 Zyg wevese ZZm [8 }

0032800084020 00080GC080 0
0000GU0E00O0000CEQADODESYP

an an [ E A X 2N ] Zm

estd definido como un vector positivo

- - - ’ -

DI = (Pl; secensy pn) [9]
tal que:

Z 3 :2) =Z Vh Io}

" (p1 s 2) h he 1

Se ha demostrado que existe un equilibrio tal bajo ciertas con-

diclones,

Demostraremos ahora el siguiente,

TEOREMA 12 (PRINCIPIO DE WALRAS)

Si la restriccidn de presupuesto es operativa para cada consumi-
dor individual el sistema de mercados méltiples se hallarf en equili=-

brio general, toda vez que n-1 mercados estén en equiliibrio,



« 8

DEMDSTRACION,

Supongamos 1a existencia de equilibrio parcial en (n-1) mercados

Yy probemos que el restante también lo esti,

M

m .
2. -2 )a - e -
Z ( hi Zhi) 0 (h 1, 2, yuevae s N 1) [ 11}

. i=]
¥
Multinlicando la'[ll} por Py ¥ sumando con respecto a h, se tie~
ne? '
n nel ' ~
Z E ph'(zm"zm)“o? [12]
i=1 h=1 ‘
Como por hindtesis 1a restricciédn de presupuesto es operativa pa
ra cada consunidor individual, debe tenerse:
n .
Z .Z )eo0, [ ]
Z Pyo By <5 ) 13
h=] )
Sumando 1as restricciones de nresupuestos para los m individuos
participantes 1a [13]éeviene=
m nel _
= Z Z Ppv Py - Gy * Z Ppe Gy =%) =0 [1"',]
i=1 h=1 ‘ i=1
~

Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que P, #0 , De[ 12J
y [ 14 ] s tenemos que:

m

> @y =Z)=0. [15}

i=1
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E) teorema I° ests demostrado.

Trataremos seguldamerte, para termirar con estas consicderaciones
preliminares, el denominado Teorema de Hicks (el cual alude a 1a cons-
tancia de 1los precios relativos) que ha sido aplicado con amplitud en

el Anflisis Econdmico moderno,

IEORERA 112 (HICKS)

Si en un grupo de mercancias los precios relativos permanecen
constantes, el grupo mencionado nrede considerarse, a los efectos a=

nal{ticos, como una mercancia tnica,

DEMOSTRACION

En virtud de 1a ecuaciédn de Siutzky, el efecto de un cambio en
el preclo de la mercancfa r-&sima sobre la demanda {por el agente ecom=

némico 1-ésimo) de 1a mercancla s-&sima esté dado por

9z - 2
si_ o (Zri - Zri) . _g~fﬁl. + Xis R [ 15}
a}Pr ? i

donde Xi denota el término de sustitucidn (para el agente econdmico
)
1~é51m0) .

supongamos ahora que los precios dentro de un gruno de mercan-

cias ZI 3 eeses 3 Zk aumentan todos en la misma proporcidn, El valor

N - &
del incremento de la demanda para la mercancf{a s-ésima estf dado por

3 si ¢ sl
.z PR ) +
Zp.p. Zp" ri ri) ? I, ¢ Pg

r=1 r=1
»*
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C S e ® s, o [17]

r=1

Sumando zhora con respecto a s obtendremos el valor del increg

mento de la demanda para todo el grupo

pr . ps ov—::----—- = pr . ri - ri . 'PS
¢ P I
s=1 r=1 T r=1 s=1 i

%k )4
* :E: :E:- Pp = Xis * Pg e [18]

s=] r=l

En virtud de una conocida propiedad del «Srmiuo de sustitucidn 1/
el segundo término del miembro de la derecha de ['18‘} es una forma cug

dritica definida nerativa,

Por 1o tanto, el grupo considerado se comporta como si fuera u=

na mercancf{a Gnica,

E) Teorema 11¢ est4 demostrado,

II. ESTABILIDAD EN EL SENTIDO DE HICKS

Bajo 1a hipétesis de que el precio de una mercancifa tiende a ba-
jar cuando la oferta es mayor que la demanda y a elevarse cuando exis-
te exceso de demanda (positivo), se demuestra que wi mercacdo de una sg

la mercanci{a es dinfmicamente estable siempre que un aumento del pre-

v [ VII, p, 382 ] ’
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clo por sobre el punto de equilibrio provoque un exceso de oferta,

E1 profesor Hicks, en sy obra "Valor y Capital® generalizs este

resultado aplicdndolo a un sistema de mercados mfltiples [jVII, P

71~72] . Presenta 1as dos definiclones siguientes,

DEFINICION I,, (ESTABILIDAD IMPEKFECTA)

Se dice que "el mercado de la mercancf{a kE-8sima es imperfectamepn
te estable si, a partir de una situacidn de equilibrio genaral, una
disminucidén del precio de la mercanc{a h-&sima provesa un exceso de
demanda'(positivo) para esa mercanci{a, despuds que tcdos los otros
precios se hayan realiizstado de tal manera que la demanda neta sea,
nuevamente, nula en todos los mercados, excepto en el de la mercan-
cfa h-&sima, Se supone que el sistema .en bloque es dinimicamente eg

table si cada mercado por separade es imperfectamente estable,

CEFINICION IX., (ESTABILIDAD PEKFECTA)

Se dice que el mercado de 1a mercancta h-&sima es nerfectamen~
te estable si, a partir de una situacién de equilibrio general, una
reduccidn del precio de la mercancia homénima crea un exceso de de=
manda (positivo) para esa mercancia, después que cualquier subconjun
to dado de precios en otros mercados se reajuste de tal manera que
ias demandas netas se anulen nuevamente (excluyendo el mercado de 1la
mercanc{a h-&sima) mientras que los otros precios pernsnecen constag
tes. Suponiendo que cada mercado individual es perfectamente estabie,

el sistema en conjunto es dinfmicamente estable,
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Denotemos con

X = .
n = Py (Py3 oo

v 3P 32

o 12

(h=1, 2, cees , 0 [ 19 ]

la funcién de demanda neta para la mercancfa h-&sima,

La definicién lla, (Escabilidad Perfecta) implica [VII, u.BSQ]

que el signo de los menores princ*pales de 1la matriz

b,

son alternadamente neghtivos y positivos, Aquf b

b12 [E R L NN bln

22 LB A RN N3 bzn
hnz oo ee bnn

J

[=]

hj denota la deriva

da parcial de 1a funcidn de demanda neta de la mercanci{a h-&sime con

respecto-al precio de la mercancf{s j-&sima calculada en el punto de

equilibrio,

Conviene introducir ahorz la siguiente

DEFINICION IIla, (MATRICES HICKSIANAS)

Una matriz real A = [ aij ] se dice que es Hicksiana si todos

los menores principales de orden impar son negativos y todos los me~

nores princinales de orden par son positivos,

CRITICA

E1 error que comete Hicks en el andlisis de 1a estabilidad de

los mercados miltiples reside en el hecho dé”que generaliza la cone

cluéi6n derivada del mercado de un pofe bien en lugar de especificar
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tengan parte real negativa [ VIII, p, 283:] » La siguiente definicidn

evitari repeticiones innecesarias,

DEFINICION IVa, (MATRICES DE ESTABILIDAD)

Diremos que una matriz es de estabilidad cuando todos sus auto-

valores tengan parte real negativa,

En realidad, todas las 1nvestigacipnes sobre relacidn entre 1a
estabilidad dinfmica y la estabilidad Hicksiana brindan condiciones
necesarias y/o suficientes bajo las cusies una matriz es conjuntamepn

te Hicksiana y de estabilidad,

Samuelson, y Netzler, entre otros, se oclparon de este inmportan
te problema, demostrando la equivalencia en algunos casos especiales,

(diagrama 1),

ESTABILIDAD PERFECTA EN EL
SENTIDO DE HICKS

— T~

SAMUELSON | METZLER
TEOREMA S .| | TEOREMA €, TECREMA M, | | TEOREMA 1i,

| [bhj]v es si [bhj] es casi [Kh' hj] es [Kh°bhj ] R

métrica y definida ne- estable bhh'< O Vn
v o Y >0 T >OV .
(K.h =1 Vn), bacivg K e h#é 4
(COINCIDEN) X =1 Vn) * (SON NECESA (5SOINCIDEN)
(AMBAS SE Sa RIAS)
TISFACEN)

DIAGRAMA I
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Nosotros estamos especialmente interesados en el Teorsma Ml’ La
cén}camente, podemos enunciarlo diciendo:! es imposible cue una natriz
sea estable para toda velocidad positiva de reaccidn sin aue sea Hick
siana. Sin embargo, como sefiald el profesor NMetzler, existen matrices
Hicksianas para toda velocidad de ajuste'positiva que nara algunos va
lores particulares de las Kh

sito demostrar que, bajo supuestos de caricter econémico acerca cel

no son de estabilidad. Es nuestro propd

comportaniento de los agentes econdmicos y la constancia de los pre-
cios relativos, la condicibn de que una matriz ses Hiclisiana para tg
da velocidad de ajuste es también suficiente para 1a vigencia de la

verdadera estabilidad dinfmica,

OBSERVACION Ia,

E1 proceso de ajuste dinémic§ de los preclos represantado por el
sistema diferencial[_Zl] es una de las pdsibles formulaciones analitj
cas del proceso de tatonnement, Dado que en este tipo de pPTOCES0o no &
xiste intercambio de mercancfas hasta que el equilibrio es alcanzado,

la distribucién de mercancfas Z permanece constante a travéds del tiep

po y puede ser omitida de las funciones de demanda neta,

I1I. EL TEOREMA

Como demostrd el profesor Samuelson, las condiciones de estabi-
1idad Hicksisna, en general, no son necesarias ni suficientes nara la
vigencia de la verdadera estabilidad dinfmica. A partir de esta concly

sién podr{a pensarse que las matrices Hicksianas estin remotamente vip
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culadas con las matrices de estabilicdad, Para algunos casos esta infe

rencia es correcta pero no para todos (véase diarrama I) ;/'

Se demostrarf en este seccidn que, para una clase ce sistemas de
mercados, la estabilidad perfecta en el sentido de Hicks nara toda vee

locidad de respuesta es suficiente para que el sisteme ses dinfnicamepn

‘te estable cualescuiera sean las velocidades de ajuste incsitivas), U-

tilizaremos para la demostracidn del teorenma siguiente el princinio de
Walras y el Teorema de Hicks, La aplicacién de estos dos teoramas, co=-
ro se sabe, ha producido resultados fecundos en el problema de la esta

bilidad del ecquilibrio de una economia competitiva (véase, zer ejemplo,

[xD.

TEOREMA I1Ie

Sea dado un sistema compuesto por n mercancfas y m consumidg
res (del tipo descripto en 1a seccibn 1), Supondremos que 1as mercan~
cfas estén divicdidas en tres gfupos dentro de los cuales los precios
relativos permanecen constantes y que, adem#s, la restriccidn de pre~
supuesto es operativa para cada consumidor individual, Condicidn: su-
ficiente para que el sistema sea asintética y localmente estable iﬁdg
pendientemente de las velocidades de ajuste (Kh » 0 y constantes)
es que se cumplan las condiciones de Hicks sobre la estabilidasd Der-

fecta para toda velocidad de reaccidn Kh'

DEMDSTRACION

En virtud cel teorema de Hicks un sistema de n mercados puede

1/ Permitasenos_recordar aquf un resultado en el cusal la coinciden
cia también prevalece! una motriz triangular y de estabilicad es
también Hicksiana L IX, pp. 26-27 IR
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reducirse a un nfmero inferior cusndo los precios relativos dentro de

los grupos (convenientemente elegidos) permanecen constantes,

Podemos entonces, sobre la base del teorema susocdicho, realizar
el analisis en términos de tres mercancias compuestas,

Sean éstas 7 z z

y ‘sus nrecios respectivos
Plv Py Y Pg o

Suponiendo que la mercancia 'Z3 se utiliza como nuwersrio las

funciones de demanda neta pueden escribirse!

>

X =% {py 5 py)
\ .
) < XZ = X2 (pl 3

3 =%y {py 5 0p)

‘-

En situacidn de equilibrio debe tenerse:

¥ =X =X =0
1 2 3 ¢

Siendo 1a restriccidn de presunuesto operativa para cada con=
sumidor individual, el sistema de tres mercados se hallarf en equi-

1ibrio, siempre que dos de ellos también 1o estén (Princinio de Wal

ras). En otras palabras, si para la coleccién P = (p

= pz) se tig

ne

Xl(P) = X, (P) = 0
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debe ser también
X, B =0,

E1 anflisis de 1a estabilidad del estado de equilibrio P se
reduce entonces a la consideracidn de dos mercados, digamos de las

mercanc{as compuestas 1 y 2,

Las leyes de ajuste Walrasisnas pueden representarse analitica
mente (secc, II, [21-]) por el sistema auténmomo de ecuaciones difes

renciales ordinarias

—— oz KX ’

S) ¢ (K, K, > 0 y CONSTANIES) ,

i
2° 9 Py

)
| dt P2

“e

Dado que estamos interesados en la estabilidad local cdel sis-

. )
tema (8) es suficiente considerar el sistema lineal econ coeficientes

constantes,

es decir, la sproximacién

oy | ] K K | lo. -3 ).w -
1 1 %12 Py - Py -
at X
. %y L’Z)"' :[24]
i

P2l |« K (o - 3

— N9 e 8 e 8 Py =~ P

e 2 ¢ 8y 2 ¢ 899 2 = Py he1,2
. » b - - - j = 1’2

-
lineal del sistema (5) proporcionada por
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el Teorema del Valor Medio,

Suponiendo shora que la matriz -

K K .
1 % 1 %2

(2]
Ky o 29y Ky o2y,

e e

es Hicksiana (independientemente de Kl v KZ)’ debe tenersa’
o 0 '
K . a, < s Ky, & [26 ]
}'

K . K
1 1 * %12

>0 [27}

Ry o 2y, Ky a8y,

que constituyen conjuntamente una condicidn suficiente {y tarbién ne

cesaria) para la verdadera estabilidad dinfmica,

E] teorema estf demostrado,

EL TEOREMA III? Y LAS MATRICES TOTALMENIE ESTABLES,

Recorderemos en primer término las definiciones relativas z
dos clases de matrices que han sido extensamente discuticdas en la 1i

teratura econénica,

DEFINICION Va, (MATRICES D. ESTABLES)

Se dice que una matriz A es D. estable si el procucto DA es

estable para cualquier eleccidn de D, siendo D = {;diw] una matriz
j E
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diagonal positiva:

d,, > 0 Vi

1\d =0 Viédj.,

E z'emglo.

Consideremos una matriz

by, 2V }
B = |
L Y i

cuya estructura de signos es

-

(=) ()
SgNe B =

(+) LY

y una matriz diagonal positiva

0 d

22

El producto D.,A es estesble cualesquiera sean los valores de

d; s dyy (positivos), En efecto,
d11 ¢ b11 d11 ¢ b12
DB = |
dyy o by dyp o by

ademés
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ra T~.B = C R - 4 Y
traza D dy o by Ty, b by £

< () .(-)

'DoBl"d « d .'BI>0-
1t %22 0 b

L.

De acuerdo con 1a definicién Va., la matriz B es D. estable,

DEFINICION VIa, (MATRICES TOTALMENTE ESTABLES)

Se dice que una matriz A es totalmente estable si cada subma=

triz princinal de A es D. estable,

Eiemgloi

-l : -1 -2
B = o -2 —2
1 -1 -3

En este ejemplo las submatrices principales de primer orden son

41 s [21 5[],
las de segundo orden

.

-2 -2 | -1 _-2 -1 -1

-1 -3 1 -3 0 -2

por filtimo, existe una sola submatriz principal de tercer orden que

coincide con la matriz en cuestién B,

Puede probarse que cada una de estas submatrices principales es
D.estable, 1o cual nos dice que 1a matriz propuesta es totalmente es-

table,
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Se desprende del Teorema 1112 y 15 Definicién VIa, el sizuiente

COROLARIO

La matriz

11 12

291 892
L. . o

es totalmente estable si y sdlo si A es Hicksiana para todo Ky K2>»

>0,

CONCLUSIONES

Conviene resunir shora los puntos principales del anflisis an=

terior.

Se ha demostrado, sobre la base dei teorema de Hicks y del Prip
cipio de Walras, que cn un sistema de mercados nifiltiples e! curpli -
miento de las condiciones de Hicks sobre la estabilidad serfecta para
toda velocidad de reaccidn positiva garantiza la vigencia de ls verdg
dera estabilidad dinfmica para toda velocidad de ajuste, Incidentale
mente, el Teorema 1112 prueba que una matriz equilfnea de orden 2 es
totalmente estable si y sblo si es Hicksiana para toda velocidad de

ajuste positiva,
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